EXERCICES MPSI 8. FONCTIONS DE R DANS R R. FERREOL 11/12

| FONCTIONS CONVEXES |

1
1. : Montrer que fol e dr < %.

2. : Montrer que f est convexe sur R ssi Voy,20 € R VE€ R\ [0,1] fA=t)x +tee) = (1 —1t) fxr)+tf (x2).
3. : Convexité et opérations.

(a) Montrer ( f, g convexes sur I )= (f + g convexe sur I et af convexe sur I pour « > 0).

(b) Donner un exemple de deux fonctions convexes positives sur R dont le produit n’est pas convexe. Trouver une
condition suffisante simple pour que le produit de deux fonctions convexes positives sur une intervalle I soit
convexe sur I.

(¢) Donner un exemple de deux fonctions convexes sur R dont la composée n’est pas convexe. Trouver une condition
suffisante simple pour que la composée de deux fonctions convexes sur R soit convexe sur R .

(d) Soit f une fonction strictement croissante (resp. strictement décroissante) convexe sur un intervalle I. Etudier la
convexité de f~1.

(a) Montrer que si f est dérivable, convexe sur R, et posséde une limite finie en 400 , alors la limite de sa dérivée
est nulle en +o0.
Indication : TAF sur [z, z + 1].

(b) Montrer que ce résultat est faux si on ne suppose plus f convexe.

5. : Montrer que f concave positive sur R = f constante sur R.

6. : Formule d’interpolation linéaire et application a la démonstration de f” > 0 = f convexe.

Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I de R.

1 2 '.Déterminer g pour que y = g (z) soit
f(@2)

f(z1) et

Soient x1,z9 € I avec x1 # x2, et les points My

léquation de la droite (M;Ms)

(a) On pose h(z) = f(x) —g(x) — A(x— 1) (x —22). On fixe xy € ]r1,22[, et on choisit A\ de facon a ce que
h(CL’()) = 0.

Montrer que
(Fc € Jz1,22]) B (c) =0

en déduire )
f (20) = g (z0) = 51" (¢) (z0 — 1) (w0 — w2)
(cette formule est la formule d’interpolation linéaire).

(b) Démontrer (f”" > 0 sur I) = f convexe sur I.

7. *: Montrer que si f est continue sur I alors

= f convexe sur [

wyer j(2Y) < Lo

8. *: Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I . Montrer que f est convexe sur I ssi pour tous réels a < b de
I et tout réel A la fonction g définie par g (z) = f (x) + Az est majorée sur [a,b] et atteint sa borne sup en a ou b.

Indication : la condition équivaut simplement & ¢ () < max (g (a),g (b)) .
9. *:
b

f@)+f ()

(a) Soit f une fonction convexe sur [a,b], a < b; montrer que / f<(—a) 5

a
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b

(b) Réciproque : soit f une fonction continue sur un intervalle I telle que pour tout a < b dans I on a / f <
a

f(a) + [ (b)

(b—a) T montrer que f est convexe sur I.

10. * : Soit f une fonction convexe de classe C'sur [a,b],a < c<b.

b
(a) Montrerque/f}(b—a) (f(c)—l—(a;—b—c>f'(c)>;écrirelescasc:a,c: 5 ,c=bh.

b
(b) En déduire que /f > (b—a) (M +(b—a)

a

f1(b) = f'(a)
)

b

11. : Réciproque du 10 : soit f une fonction continue sur un intervalle I telle que pour tout a < b dans I on a / f=>

a

b
(b—a)f <a; > ; montrer que f est convexe.

Indication : montrer la contraposée en utilisant la CNS du 8.

12. *: Soit (Aq, As, A3, Ay, As) un pentagone convexe quelconque inscrit dans un cercle de centre O et de rayon R dans
le plan orienté.

T
On pose 20, = <OAp, OApH) avec 0 < 0, < 7 pour 0 < p < 5 avec la convention Ag = Aj.
(a) Démontrer que le périmeétre du pentagone est

p=2R[sinf + sinfs + sinfs + sin Gy + sin (61 + 02 + 03 + 04)]

(b) Démontrer que la fonction  — —sinx est convexe sur [0, 7] .

01+6+05+064
4

(¢) En déduire que p < 2R [4 sin ( > +sin (61 + 02 + 035 + 64)

R—R

e admet un maximum absolu sur ]0, 7| .
x> 4sin g +sinx

(d) Montrer que la fonction ¢ :

(e) Déduire des questions précédentes que parmi tous les pentagones convexes inscrits dans un cercle, celui qui a le
plus grand périmétre est le pentagone régulier.

13. *: On pose f:x+— e 1pourx7é0etf(0):1.

x T x
Etudier f et montrer qu’elle est convexe sur R (on pourra remarquer que f (z) + 573 coth 5 ce qui permet de
x
ch 5 T T
mettre f”(x) sous la forme oy (— —th —))
sh 5 2 2
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14. * .
¥
A
-1
A -
)
|
y=1

___ﬂ”_ = b--—l

a Jab

En vous aidant de la figure ci-dessus, trouver et rédiger une démonstration du fait que si 0 < a < b, alors

b—a a+b
vV < <
ab\lnbflna\ 2

inégalités reliant les moyennes géométrique, logarithmique, et arithmétique de deux réels positifs.



